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XII-3. 
1. INTRODUZIONE 


Il problema semilineare 


(1.1) » © aperto di R"; 


è il prototipo di una classe di problemi al contorno ellittici non lineari che 
Si presentano in numerose applicazioni. Varie questioni ad esso relative (esi 
stenza, regolarità, molteplicità e positività delle soluzioni; esistenza di au 
tovalori e di autofunzioni; biforcazione) sono state intensamente studiate nel 
caso di 9 /imitato . Ampie rassegne dei metodi e dei risultati ottenuti al ri- 
guardo si possono trovare nelle note di Amann [1], Schmitt [21], Nirenberg 
[19],.P.L. Lions [17]. 

Al contrario, se 9 è un aperto non limitato, i teoremi di esisten 
za per il problema (1.1), noti sino ad ora, sono molto pochi. Solo nel caso di 
a=R'il problema dell'esistenza di soluzioni positive e nulle all'infinito 


dell'equazione 
Au + f(u) = 0 


Si può ritenere risolto in modo quasi completo, dopo i lavori di Strauss [22], 

Coleman-Glazer e Martin [8], Berestycki-PL. Lions [4], Atkinson-Peletier [31 
Parte dei risultati contenuti in questi lavori si estendono ad 

aperti 2 # R" con forti proprietà di simmetria. In ogni caso la geometria di 

£ sembra avere un ruolo essenziale per l'esistenza di soluzioni non banali, 


positive o non, del problema (1.1). 
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2. ALCUNI TEOREMI DI NON ESISTENZA 


In questo paragrafo riportiamo alcuni risultati dovuti sostanzial- 
mente a Esteban e P.L. Lions [10]. 

Indichiamo con 2 un aperto connesso di R", n=z2, con frontiera 99 
di classe asia 0<a<1. Con v(x) indichiamo la normale esterna ad 2 nel punto 
xe. 


Supponiamo f localmente lipschitziana su R con f(0) = 0 e poniamo 
L 

F(t) -f f(6)ds 
lo) 


Sia ora u una soluzione classica di (1.1) e sia a = (013--39n ) un qualunque 
vettore di n°. 


Moltiplicando entrambi i membri dell'equazione 


n 
per Y_(x,-0;)a,u, integrando l'identità ottenuta su 9, = 2NB(0,R), integran- 
i=l 


do successivamente per parti e ricordando che, essendo u=0 su 99, è vu(x) = 


= + |vu(x)|v(x) per ogni x 639, si ottiene 


(x-a)=v(x) [EL (x)1%4 H__,(%) = 
(ag) B(0,R) 
2 | n du. 3u Xi 
= -(n-2) | |vulPax + 2n | F(u)dx - i Lele ra 
9 dn i,j=1 i j 
2N02B(0,R) 


Da questa identità, se supponiamo anche 


vue LÉ(0) e F(u)eL(9), 


passando al limite per una opportuna successione RL + +®, si ottiene 


J ocepeta 30(0)1° dh, (2) = 


= (2-n) Fal dx + 2n [A 
o) Q 
(identità di Pohozaev). Questo prova, in particolare, che 
du 2 
(x-a)*v(x) ra (x)|U dH 10%) = M 
di v n- 


è indipendente da a. 


Supponiamo ora che 9 verifichi la seguente ipotesi: 


esiste una successione (alP)) in R": 


(x-alP)) * v(x)=0 wxe99g 


lim inf(x-alP)) * v(x) = +e, WXET 
p+to 


essendo Tr un sottoinsieme relativamente aperto di 29. Allora, poiché 


M= Ha inf J tease 01E du (x) 
Nea Sagl - v n- 


> Lar inf (x-alP?).v(x) 13 ba} dH 109). 


PF p+to 


A du 
dovrà essere 3v*) =0 Wwxer. Se P2 (89) NB(x sp)» con x € 29, posto 


2° U, in aNB(x_»0) 
N 9 


0, in (R"\2)NB(x 39) 
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si verifica subito che u è soluzione debole dell'equazione 


su +elxdu = © Toto) = TUOI, 
u(x) 
con ce L oclB0%29))- 
Allora, per il Teorema di prolungamento unico (Cfr. ad esempio [12], 
Teorema 4.2), u= 0 in B(x,?9) e, quindi, u=0 in 20B(x 39). Questo implica 


u=0 in 2. Infatti, se per assurdo fosse 
s(u) = int{xe 2/u(x)=0} = 92, 

esisterebbe una sfera BCA(u) tale che 
aBNag(U) = {y} » YEN 3 


un ragionamento analogo al precedente porterebbe, a questo punto, a riconoscere 
che u è nulla in un intorno completo di Ji? contraddicendo la massimalità di 
s(u). 


In definitiva: se 9 verifica (G.1) il problema 


-Au = f(u) in 
u=0 su 92 


vuelt(0) , F(u) eL, (0) 


ha solo la soluzione u=0. 


E' immediato verificare che aperti del tipo seguente: 


1 


{xt x) ERO xR/x'E9, 3% € 6(x')}, 


1 


con 9 aperto stellato e limitato di pi” e pec(à) verificano (G.1). 
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Diamo ora un teorema di non esistenza di soluzioni positive utiliz 
zando il metodo degli. iperpiani mobili di Alexandrov-Serrin, il principio di 
massimo forte di Hopf e alcuni lemmi di Gidas-Ni-Nirenberg. 


Sia 9 un aperto tale che 


(areR"\to} : actxeR" / + - x<0} 
(6.2) 2 


“ v(x)-y > 0 Wxeaq 
Allora il problema 


“su = f(u) ino 
(2.1) u=0 su 99 


u(x)>0 ing, ulx) +0 per x+° 


non ha soluzioni ue C 2(a). 
Ragioniamo per assurdo. Sia ue cÈ(3) una soluzione di (2.1). Per 
ogni x€ R poniamo LA = {xe 2/x-yDA}. Utilizzando il principio di massimo di 


Hopf si prova che esiste un X1€R tale che 


(2.2) n (x) <0, u(x) s u(x*) vxea, 
(Cfr. ad esempio [15], Lemma 1.2). Se l'estremo superiore dell'insieme dei 
X per i quali vale (2.2) è + allora x (x) < 0 wxea e questo contraddice 
le condizioni al "bordo" u=0 su 29 s U(x) +0 per x+o, 

D'altra parte, si ottiene una contraddizione anche supponendo che 
l'estremo superiore dei X in (2.2) sia IE R. 


Infatti, indichiamo con o il simmetrico di 2, rispetto all'i- 
lo) lo) 
perpiano x-y = 0° Osserviamo che, per (G.2), 2*c 2. Allora 


DI 
(o) 
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W(x) = u(x*)-u(x) <0 su 99% 
o 


4AW+cw=0 in of 
lo) 


(c (x) = (F(u(x)) - f(u(x*)))/(u(x)-u(x))). 
D'altra parte w=0 su ROTA} Ancora per il principio di mas- 
simo di Hopf deve quindi essere > >O in 22*N{x-y = xo} Questo contraddice 
gu 1 3w 


la massimalità di \X poiché = - 
(o) dY 2 9Y 


3. TEOREMI DI ESISTENZA IN APERTI A SIMMETRIA CILINDRICA 


Come abbiamo ricordato nel 8 1 il problema 


(3.1) 
uz0, uz#0, u(x) +0 per x+© 


è stato risolto in modo quasi completo. Per studiare (3.1) sono state usate es- 


senzialmente due tecniche: 


(i) ricerca di soluzioni radiali u(x) = u(|x|) di (3.1) come so- 


luzioni dell'equazione differenziale ordinaria 


(3.2) u + Pel u' + f(u) = 0. 


In questo contesto si cercano soluzioni u eC°((0,4>() di (3.2) ta- 


li che u(o) = 0, u(o) > 0, u(r) +© per r>e. 


(ii) ricerca di soluzioni di (3.1) come punti critici del funzio- 


nale (su #(R")) 
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S(u) - f mil ax - f Fia. 


R" R" 
Ovviamente il metodo (i) può essere usato per lo studio di (1.1) 


soltanto quando l'aperto 9 è del tipo seguente: 
Q= {tx R" |x| > RI, RO. 


(teoremi di esistenza in questa direzione sono stati ottenuti da Esteban e 
P.L. Lions in [10]; si veda anche [13]). i 

D'altra parte, anche le tecniche che si usano nel metodo (ii) non 
sembrano utilizzabili, in generale, se 9 non ha qualche proprietà di simmetria. 
Infatti, nella ricerca di punti critici del funzionale S la principale diffi- 


coltà che si incontra è dovuta alla non compattezza della immersione di 

H'(R") in LP(R") » 2<p< cr - Questa difficoltà viene di solito superata cer 
cando i punti critici di S in H:(R"), il sottospazio di H(R") delle funzioni 
radialmente simmetriche rispetto all'origine. Grazie infatti alla disuguaglian 


za 
7 1/2 1/2 -(n-1)/2 
lu(x11 = cn lol 7 la 1%) 


valide per ogni ue Hi (R") (si veda ad es. [16], Lemma 1.1) è facile mostra- 


re che l'immersione 
1 p 
H, GL 


en 


è compatta per ogni pe]2, re 


[. 


Di conseguenza, se f verifica "naturali" ipotesi di comportamento 
; ; 1 BORA sarta ; , ; ? 
asintotico, SH, verifica la condizione di Palais-Smale e si possono determi - 
; Sara 1 - È ; PENE: PNIZRAR sita 
nare punti critici di S su Hr con 1 consueti metodi variazionali di tipo mini- 


max (Lemma del passo di montagna, minimizzazione vincolata). 
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Questi procedimenti possono essere utilizzati anche nel caso di 
aperti diversi da R" purché essi abbiano alcune proprietà di simmetria cilin- 
drica. 

P.L. Lions ed Esteban ([16], [11]) hanno studiato il problema del 
la compattezza della immersione di Sobolev per sottospazi di HI (a) di funzio- 
ni a simmetria sferica rispetto ad un gruppo di variabili. 

A titolo di esempio riportiamo il seguente Teorema ([11], Teorema 
1): 

Sia 0 un aperto limitato di R" e sia pz2. Poniamo 2 = OxRP e defi- 


niamo - 


Hat 


come la chiusura in H (9) dell'insieme delle funzioni u(x,y) = v(x.]y|), con 
vECCIORR), 3,v(x,0) = 0 per ogni xe 0. Allora, se pz2 e qE]2, di La 
n= mtp, allora HI <(9) è immenso compattamente in LI0). 

E] 


Come applicazione di questo risultato Esteban [9] ha provato il 


seguente: 
Teorema 3.1. Sia 2 come nelle righe precedenti. Il problema 
“Au = f(u) ino 
(3.3) 
u=0 su 92 
= 1 lta,- a scie , ; 
ha una soluzione UEH (2) N C1oct®) , U>O0 in 2 se f verifica le ipotesi se- 
guenti: 
(H.1) f(t) = vt+g(t), v<A,= primo autovalore di -A relativo ad 0. 


1 
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LA) g(t) = o(t) per t+0, g(t) = 0(t*) per trte con 2416 i 


(H.3) esiste 0 < i tale che 


t 
G(t) -[ g(s)ds s etglt) vt>0. 
o 


Schema della prova. 
A. Per ogni UE H' (g) risulta 
I Sui dx < Fradta 
Q 2 

([9], Lemma 3; si veda anche [7], Lemma 1) 

B. Si modifica g ponendola uguale a 0 per ts0. Per il principio di massimo Je 
soluzioni relative ad una g siffatta sono >0 ino e verificano, di conse- 
guenza, l'equazione di partenza. 

C. Il funzionale 


S(u) 1 J tou? -} Sul? «Fa 
2 2 Q 


è di classe cl su HI <(9) e i suoi punti critici sono le soluzioni deboli di 
(3.3). 


D. S verifica la condizione di Palais-Smale. Questo segue in modo standard dal 


teorema di immersione compatto richiamato di sopra, dalla disuguaglianza 
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IA 


S(u) - eds(u) (u) 


i - 0) cf iva -s fui 
(o) 2 


(questa segue dalle ipotesi (H.3), dalla A e dall'ipotesi v < i). 


E. Dalla (H.2) si ricava 


Saint raf per u + 0 
2 


Q 


e quindi, per A, 


300, m,70 ; S(u)za se |ul 17° 
H 


Inoltre, poiché per (H.3) 


t sl a 


(0) 


ha crescenza superquadratica, il funzionale S non è inferiormente limitato ed 
4 1 n 
esiste UE Ho, stR ), lola > ps tale che Su) s0. 


Do) 
Il teorema del passo di montagna di Ambrosetti e Rabinowitz, per- 


mette ora di concludere che S ha un punto critico u0. 
La regolarità di u segue poi da classici risultati di regolarizza- 


zione ellittica. 


Osservazione. Le proprietà geometriche di 2, nella precedente dimo 
strazione, sono intervenute soltanto al passo A e al passo D. In A l'ipotesi 


v< \j serve a garantire l'equivalenza della norma di H (0) con 
(Seal? dx-v Sui? di) /?. 
Q Q 


Ovviamente, questa equivalenza si può ottenere supponendo semplicemente v<0. 
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c: D la simmetria di 9 è servita per assicurare l'immersione compatta di 


sl) în L%a), ì acacia, 


ju per un noto Toe di Berger e Scechter l'immersione dell'in- 
tero spazio H Da) in LI), 26q< En nt è compatto se 2 è sottile all'infinito, nel 


senso enti 


(3.4) Îi dy +0 per x + © 
2NB(x,1) 


Il precedente Teorema 3.1 continua quindi a valere se si suppone 


v<0 e alle precedenti ipotesi su 9 si sostituisce la (3.4). 


4. TEOREMI DI ESISTENZA NEL CASO NON AUTONOMO 


Il teorema 2.4 di [5] assicura che la moltiplicazione per una fun- 
zione hdòlderiana q tale che 


J la(y)|Fdy +0 per x»o, 
ANB(x,1) 
è un operatore compatto da Hi (0) ad LI), 2<q< Su Utilizzando questo risul- 


tato si può provare un teorema di esistenza (per aperti non limitati arbitra- 


ri) del problema non autonomo 


DE 5 -U+g(x,y) ino, 
(4.1) i =0 su 992 |, 
\ u>0 


richiedendo alla funzione g di soddisfare ipotesi del tipo (H.2) e (H.3) (uni- 
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formemente in x) e di verificare inoltre una stima del tipo seguente 


(4.2) Ig(x.y)| s q(x)jul® , 2<8< nei 


con q = 0e tale che 


(4.3) J la(x) 


2N0B(x,1) 


+ 
ui lix +0 per x+© 


Questa idea è stata utilizzata da Noussair e Swanson in [20]. In 


questo lavoro viene studiato il problema 


Lu = f(x,u) ino 
(4.4) 
u= 0 su 39, u>0 ina 


dove L è un operatore uniformemente ellittico in forma di divergenza con coef- 
ficienti di classe pa 

L'aperto 9 viene approssimato mediante una successione di aperti 
limitati (9); per ogni fissato p si determina una soluzione variazionale 
use NCR del problema 


Lu = f(x,y) in 9p 


u=0 sua2, w0 ina. 
p p 
Si prolunga U, su 2 ponendolo uguale a zero su ATI Si ottiene così una suc 
cessione (up) in HE (0) limitata in H(9); da questa si estrae una sottosucces 
sione debolmente convergente ad una soluzione u di (4.4). Una condizione del 


tipo della (4.3) permette di provare che u=0. 
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5. UN METODO VARIAZIONALE-MONOTONO 


Problemi al contorno per equazioni di Poisson semilineari in aper- 
ti cilindrici sono stati studiati anche da Amick e Toland [2], Stuart [23] 
Bongers., Heinz e Kipper [6], Burton [7]. Vogliamo ricordare in particolare. 
questo ultimo lavoro in quanto in esso viene utilizzato per la prima volta 
(nel caso di aperti non limitati) una versione del Teorema del passo di mon- 
tagna che consente di trovare punti critici di funzionali contenuti in asse- 
gnati coni-convessi. 

Questa generalizzazione del Teorema di Ambrosetti e Rabinowitz si 
deve sostanzialmente a Hofer [14], ma viene formulata in modo esplicito sol- 


tanto nel lavoro di Burton. 


Teorema 5.1. ([7], pag. 523). Sia G(u) = > jujî - F(u) un funzio- 
nale reale di classe cl su di uno spazio di Hilbert H e sia C un cono convesso 


e chiuso di H invariante rispetto a F'. Siano poi u, € U, € C tali che 
G(u) >a Wuec: lu-u_l =p  (c,09>0 opportuni) 


G(u)» G(u,) <a 
Allora, se G/C verifica la condizione di Palais-Smale, esiste in C un punto 
critico di livello co (e quindi non banale). 

Questo risultato si basa sulla costruzione data da Hofer di defor- 
mazioni omotopiche che lasciano invariato il cono C. 

Burton utilizza il Teorema 5.1 per studiare problemi al contorno 
analoghi a quelli considerati nel $ 3 prendendo come H lo spazio H} (0) e come 


C coni di funzioni non negative con adeguate proprietà di simmetria. 
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6. CONCENTRAZIONE DI COMPATTEZZA 


In questo paragrafo vogliamo descrivere il metodo di concentrazio- 
ne della compattezza, introdotto da P.L. Lions [18], per lo studio di proble- 


mi ellittici semilineari su tutto R". Ci limiteremo a considerare il problema 


seguente: 
n Z - p-2 
L CRICRCRO, u + u|u] 
(6.1) 
lp" n+2 
H(R) si 2 < p< n-2 


dove i coefficienti dij sono continui e limitati e 


n 
) a..(x)eg, am el}, ver", vier" 
ga i°j (o) 


(m70). Nessuno dei metodi descritti in precedenza è applicabile a (6.1). 


Supponiamo 


a;j0%) + à;; perx +, 4. = Li cca 


n - 
(6.2) ) (a 


- a.(x))E,&.2 0 x Rò, ER 
i,j=1 la ta 


ij 


Supponiamo inoltre che in (6.2) valga il segno di disuguaglianza in senso stret 
to almeno per qualche x R". 


Consideriamo ora i problemi di minimizzazione vincolata 


XTI=17, 


inf{T(u) / uent(r"), Sul =} 


I |” 
R 
E = inf{T°(u) / ueH(R"), J lu] = 2} 
n 
R 


dove X>0 e 


T(u) = 4 L a..9,Ud.U + ui, 
ce DAR 
pr ij 


T°(u) =} da, a ju Lu + di. 
) i.j J J 


E' facile riconoscere, per l'ipotesi 6.2, che risulta 


I, < I, 2005 
Proveremo che questa disuguaglianza implica l'esistenza del minimo per I Per 
il Teorema di Lagrange-Lusternik esistono allora ueH'(R"), u#z0 e u0 ta- 
li che 


) d.(a..9.U) = -u+t uu |uP=? 
e TI 
1,J 


(in senso debole). Ponendo v = u (922), si trova poi una soluzione di (6.1). 


Proviamo dunque che I, ha minimo. Sia (u,) una successione minimiz- 


zante e poniamo p, = lu}? 
Allora 
(6.3) px > 0 e ba =X WkEN 
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Per il principio di concentrazione di compattezza ([18], Lemma 1.1) 
da (p,.) si può allora estrarre una sottosuccessione, che indicheremo ancora con 


(px)» verificante almeno una delle eventualità seguenti: 


(i) esiste vE R": 


WYe>0 IARDO :: J PL > A-e 
B(y,R) 
(ii) . sup J gp, +0 per k>o, R>O 
n B(y,R) * 
yeR Ù 
(iii) 3a€]0,à[ : VedO esistono c,,n, ELL(R"): 


lo (ogtn I <e | ha - al <e 
1 R” 


| fa - (X-0)|<Ke 
pl 


dist (supp o,» SUPP ny) >+© per k+ o 


A) 


Si riconosce subito che la (ii) non può verificarsi a causa della (6.3). D'al- 


tra parte, se si verifica (iii), separando PL e UL: si ottiene 


LR Lia opp I, Ei I, + I, 


À o "a 
e ciò è assurdo perché 
= 2/p i _ g@/p® a sÉ 
L, =, I» I, »I I; A I, < I, "5 <I 


Deve quindi verificarsi la (i). Se (yy) è limitata, si ricava subito che 
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J lu e. f jul? 
n k n 
R R 


e, quindi, u è un punto minimo per 1 


D'altra parte, se fosse ? Paini si avrebbe, per l'ipotesi (6.2), 
L, = 1 Questo è assurdo in quanto I, < LL 
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